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In this paper, the Schrodinger operator with a periodic potential is considered. 
Let V a smooth periodic function, we study the semi-classical behavior for a con- 
tinuum spectrum of -h2 d + V (h + 0). We are interested by localization and width 
of bands. We give the interaction matrix up to an exponentially small error, 
measured by Agmon’s distance between the wells. A detailed investigation of the 
spectrum is made for the case where V has one nondegenerate minima per unit cell. 
We also investigate the spectral properties of 4’ A + Vf AV, where AV is a 
smooth positive perturbation with compact support. :(” 1987 Academic Press, Inc. 
1. INTRODUCTION 
Soit L un reseau de R” (n > 1) et V une fonction rtelle de classe C” et 
L-ptriodique. De nombreux problemes de la physique des solides se 
ramement a l’etude du spectre de P(h) = -h* A + V comme optrateur non 
borne et auto-adjoint dans L’(W), ou h est un parametre positif qui tend 
vers zero. En effet la periodicite est la propritte qui caracterise le potentiel 
auquel est soumise une particule dans un cristal ideal. I1 est bien connu que 
(cf. [4 et IS], par exemple), pour h fix& le spectre d’un tel operateur est 
purement absolument continu et est la reunion de bandes B,(h) (p b 0) qui 
sont dites bandes permises et qui sont Cventuellement separees par des ban- 
des interdites. La p&me bande B,(h) est l’image de [0, 2n3” par une 
application contiue E,(h, .). Disons tout simplement ici que pour 
e E [0,2n]“, E,(h, e) est la p&me valeur propre dun certain operateur 
P(h, e), auto-adjoint et a resolvante compacte. Dans ce present travail on 
s’interesse au comportement semi-classique de ces bandes de spectre con- 
tinu. Dans cette direction, le premier resultat mathematique que nous con- 
naissons est dill a Harrell [7] dans le case n = 1 lorsque V est symttrique. 
Plus recemment Keller et Weinstein [ 111 ont Ctudit le meme probleme 
mais sans aucune hypothcse de symetrie sur V; puis Simon [19] s’est 
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interesse au cas general et obtient un risultat au niveau de la premiere 
bande. 
L’objet de ce travail est de presenter une amelioration des etudes de ces 
auteurs. 11 s’agit de localiser les bandes et de donner des estimations de leur 
largeur. Pour cela on ltudie le spectre de P(h, 0) uniformement par rapport 
a 8 dans [0, 2711”. La mtthode utilisee est due a Helffer et Sjiistrand [S] et 
consiste A construire des fonctions propres de P(h, H) a partir des fonctions 
propres des problemes de Dirichlet associes a chaque puits de potentiel. 
Dans la Section 2 on rappelle des proprittts generales de P(h) et une 
estimation d’tnergie qui jouera un r61e tres important dans notre etude. 
Dans la Section 3 on dtveloppe notre strategic qui est la suivante: on se 
place dans un intervalle Z(h) qui “tend” vers une certaine valeur d’energie 
E, et on note U le puits delini par: 
U= {xEQ; V(x)dE,} 
oti Q est une cellule convenable de V. 
On demontre que pour h assez petit, le nombre des valeurs propres de 
P(h, 0) dans Z(h) est egal au nombre des valeurs propres dun probleme de 
Dirichlet associe au puits U; et on donne la matrice d’interaction modulo 
un “exponentiellement petit.” 
Dans la Section 4 on etudie plus precisement le cas oti U est reduit a un 
seul point non degtnert. 
La Section 5 est consacre a l’etude de l’effet d’une perturbation positive 
et a support compact. L’importance de l’etude d’un tel probleme est qu’il 
reprtsente la situation qui rtsulte de la perturbation de la structure d’un 
cristal ideal par des impure& (cf. [ 121). 
2. GBNBRALITBS 
2.1. PropriktPs spectrales de l’opbrateur de Schriidinger ci potentiel pkriodi- 
w 
On considere l’optrateur de Schrodinger dans L’(W) 
P(h) = -h2 A + V (2.1) 
et on fait les hypotheses suivantes sur V: 
(H,) I’E%‘~(R”). 
(H,) I1 existe une base de R”, B = {a,};= , telle que 
V(x + ai) = V(x) VXER” et VjE (l,..., n}. 
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On note L le reseau associe a B defini par L = @r=, a,Z. Si U(a) designe 
l’operateur unitaire sur L2(W) dtfmi par 
U(a) dx) = dx + 0) pour 9 E L2( KY) (2.2) 
l’hypothese (H,) est equivalente a (2.3) dont dtcoulent plusieurs proprittes 
spectrales de P(h), 
[P(h), Va)l = 0 VUEL (2.3) 
ou [P(h), U(u)] dtsigne le commutateur de P(h) et U(u). On commence 
d’abord par rappeler des rtsultats, pour lesquels on renvoie a [ 15 et 41, sur 
le spectre de P(h). 
Soit Q = {z:=, tiui, 0 6 ti -C 1 } la cellule base de V associee a B. Pour 
0 E [0, 2Z7]“, on associe a -A2 A + V sa realisation auto-adjointe dans 
L’(Q) de domaine J$ Cgal a J?‘(Q) avec les conditions de Floquet au bord: 
u(x + ui) = eiBf u(x) et g(x+uj)=e”~~,(X) dans H2( Q), (2.4) 
/ I 
oh 8 = (e, ) 8, )...) en). 
On note P(h, 0) cette realisation auto-adjointe. Soit u l’optrateur dttini 
sur T(W) par 
alors (cf. [ 151) U se prolonge en un operateur unitaire qui envoie ,‘(R”) 
sur J$,2n,n X0 dOj2IT’ verifiant 
UP(h) D-‘=j@ 
ro.znl" 
P(h, H)&. (2.5) 
Pour tout 8 E [0,2Z7]“, P(h, 6) est a rtsolvante compacte. Si on designe 
par E,(h, 8)6E,(h, f3)& ... la suite croissante des valeurs propres de 
P(h, 0) (rtpettes selon leurs multiplicites) et B,(h) l’image de [0,2I7]’ par 
l’application continue f3 -+ EJh, e), alors on a les resultats suivants: 
PROPOSITION 2.1. Sous les hypothbes (H,) et (H,), on a 
(i) Le spectre de P(h) est purement ahsolument continu. 
(ii) Sp f’(h) = Ups N B,(h). 
(iii) P(h) n’a pus de uuleur propre. 
Pour la demonstration de la proposition 2.1, on renvoie a [I, 4, et 151. 
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Notons ici que les points (ii) et (iii) sont des consequences immediates de 
(2.5). 
Remarqur 2.2. Pour un cristal donnt, le choix de la base assurant la 
ptriodicite n’est pas unique (cf. [ 121). Par consequent, il en est de meme 
pour le choix de la cellule base Q. Cependant, il existe une cellule base 
standard, notte C, appelte par les physiciens “la Cellule de Wigner-Seitz” 
detinie par 
ici d est la distance euclidienne. 
La cellule de Wigner et Seitz dans le reseau dual de L, L* de base 
(b,};=, detinie par 
biu, = 237 6,, 
est la zone de Brillouin. La formule integrale (2.5) reste inchangee. 
2.2. Une estimation d’energie 
Ce present travail est base essentiellement sur les proprietes de 
decroissance des fonctions propres de l’optrateur de Schrodinger. On com- 
mence par genlraliser aux fonctions a valeurs complexes I’estimation 
demontree dans [ 8, theoreme 1.11, pour les fonctions A valeurs reelles. 
TH~OR~ME 2.3. Soit 52 une variktt! riemannienne W’” de R”, compacte, 
saris bord (resp. un ouvert bornk, de bord C’). Soit 4 E E Lip(Q, Iw), (dd/dx 
est dkfinie duns Ta(12) comme la limite de (d/dx)(x, * 4) oti xE est une suite 
rkgularisante). Pour u E C’(f2, a=) (resp. u E C2(6, a=) avec ulaf2 = 0), on a 
h2ja IV e@u)1’dx+ i (V-iV$)2)e26’” lu12dx R 
= Re i PM . iie2@lh dx (2.6) R 
oti P(h)= -h’d+ V, O<hdl. Deplus si V(x)-IV~I’=F+(x)-F2(x) 
oti F, lip*, F, 30, alors - 
h2 I/ V(e”lhu) II2 + 4 I( F + e41hu I2 
/I 1 ’ F,+F 
Pour la demonstration du theoreme 2.3, on renvoie a [8 ou 133. 
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3. ETUDE SEMI-CLASSIQUE-MATRICE D'INTERACTION 
3.1. Etude semi-classique 
Darts ce paragraphe on se propose d’etudier le comportement semi- 
classique, quand h tend vets zero, des bandes d’energie B,(h) en presence 
des puits de potentiel. On se place au niveau dune certaine valeur d’energie 
E,, et on se propose d’etudier le spectre de P(h) au voisinage de cette 
valeur. On introduit la mCme notion de puits de potentiel que dans [8] en 
associant a la cellule base Q de V le puits d&i par 
U= (xEQ, V(x)<E,,] (3.1) 
Quitte a faire une translation de V, on peut supposer que E, =O. On 
munit R” de la distance d’Agmon associte a la metrique max( V, 0) dx2, oh 
Ax* designe la mttrique riemannienne sur R”, et on note d, la distance 
dtgenerte correspondante. On pose 
S,=o~~od,(U, USa). (3.2) 
qu’on supposera >O. 
A U on associe un probleme de Dirichlet et le probleme spectral 
correspondant de la facon suivante: a S < S, (arbitrairement proche de S,), 
on associe a U 
un ouvert born& M, de bord C2 et tel que B( 17, S) c A, et M. n (U + a) = 0 
Va E L\O oil B( Cl, S) est la boule ditinie par B( U, S) = {x E R”, d,( U, x) < S}. 
On note P,(h) la rkalisation auto-adjointe de Dirichlet dans L*(MO), de 
domaine ff2(M0) n Hi. (3.3) 
On se donne un intervalle Z(h) = [LX(~), /I(h)] (ZZE 10, h,[) tel que 
X(/Z) + 0 et b(h) + 0 quand h + 0, dans lequel on veut analyser le spectre 
de P(h). On suppose que Z(h) entoure des bandes isolees des autres bandes, 
c’est-a-dire 
I 
II existe a(h) > 0 tel que h Log a(h) + 0 quand h + 0 et tel que P(h, 0) et P,@(h) 
n’ont pas de spectre dans [a(h) - 2a(h), a(h)[ v ]/3(h), p(h) + 2a(h)]. (3.4) 
On pose 
Sp P(h, 0) n I(h) = (El@, Q..., EN@, 0)) 
SP P,,(h) f-7 I(h) = {k(h),...7 &@) > 
(3.5) 
(en repttant les valeurs propres selon leurs multiplicitts), et on note 
b L ,...1 uN} = =% et (cp~,..., cpi} c HZ n HA(M,) les systemes orthonormaux 
correspondants. Bien entendu, toutes les valeurs propres et vecteurs 
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propres dependent de h, mais d’apres [S] q + N = &(h ““) pour une con- 
stante N,. A a E L, on associe 
I 
le puits U + a et on note PMO(h) la rkalisation auto-adjointe de Dirichlet dans 
I’ouvert M, + a. On considtre une fonction V’ , x0 g support compact dans A, 
et &gal g I dans B( U, S) et on pose x,(x)= x0(-x-a). (3.6) 
D’aprb (2.3), PMO(h) est equivalent a P,,(h) par 
(3.7) 
11 decoule de (3.7) que P,,(h) et P,“(h) ont mCme spectre et que si on 
pose @’ = U( -a) cpp, alors cpq,..., ‘pi est le systeme orthonormal correspon- 
dant a P,“(h). 
A chaque Jo {l,..., q}, on associe la fonction vi delinie par 
vi(x) = C e’“‘“x,fp;(x) 
OEL 
(3.8) 
ou ici le produit 6. a est dtlini par 
0.a= i 6,mj 
i= I (3.9) 
quand tJ = (e, ,..., 0,)~ [0,2ZZ],, et a = Cp=, miaj EL. Comme xO’pp est a 
support compact, il est clair que la strie (3.8) est convergente et que 06 est 
dans L’(Q) et verifie les conditions de Floquet (i.e., que vi est dans le 
domaine de P(h, 0)). Notons tout de suite que la famille {vi>;=, verilie la 
proprittt suivante: 
Pour toutje { l,..., q} et kE (l,..., q}, 
+ c ei’“-h’” s xaw;~~ dx. (3.10) U#h Q 
Pour ttudier le comportement asymptotique, quand h tend vers zero, du 
spectre de P(h, 0) dans Z(h), on va suivre la dtmarche de Helffer et 
Sjiistrand dans [8, 9 et lo]. On va montrer que les vi approximent “bien” 
les fonctions propres de P(h, 0). Pour cela, on commence par rappeler quel- 
ques rtsultats: 
Soient E et F deux espaces fermes d’un espace de Hilbert ZZ, et soient ZZ, 
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et LrF les projections orthogonales respectivement sur E et F. On dtfmit 
une “distance” non symetrique d(E, F) par 
d(E, F) = Sup d(x, F) = 11 I- IIFiE 11 (3.11) 
.YE E 
II .y II = 1 
ou d designe la distance associee a la norme de H. Pour la demonstration 
des resultats suivants, on renvoie a [S], par exemple. 
LEMME 3.1 (Proposition 1.4 de [S] ). (a) Si d( E, F) < 1, alors if existe 
une injection de E darts F. 
(b) Si d(E, F)< 1 et d(F, E) < 1, alors D,,: F+ E et II,,: E-t F 
sent hijectives et de plus d(E, F) = d(F, E). De plus, si II,, designe la projec- 
tion sur E parallement a F’, alors II,,,: F+ E est l’inverse de ITfiyE. 
LEMME 3.2 (Proposition 2.5 de [8]). Soient A un operateur auto-adjoint 
dans un espace de Hilbert H, et I un intervalle compact de R. Soient 
Y, ,..., Y/, des vecteurs lineairement independants et p, ,..., ,t+ E I tels que 
AYi=piYi+rY, avec 11 rj 11 GE. 
Soit a > 0, on suppose que Sp A n (I+ B(O,2a)\Z) = 0. Alors si E est 
l’espace engendre par Y, ,..., Y, et F l’espace propre associe a Sp A n I, on a 
dt-5 F) 6 
N”‘E 
a I,yi” I “2 
oti Ayir’ designe la plus petite valeur propre de la matrice S= ( Yi/Yk). 
Maintenant, notons 
E I’espace vectoriel sur @ engendrk par {~a,.... ~3) (vi, dtlini en (3.8)) et F 
l&pace propre associi: a Sp P(h, 0) n I(h). (3.12) 
Rappelons entin un lemme de [S] que I’on utilisera pour estimer d(E, F). 
LEMME 3.3 (cf. [S]). Soit r$,, a EL, la fonction definie sur M, par 
i,(x) = d,(a + U, x). Alors, pour tout E > 0, on a 
11 V(e”ulh cp;) II + II e )Jhp; I/ = (Jlj(eclh) 
ou ‘py est une fonction propre normaliste de P,,,(h). 
Pour estimer d(E, F), on a besoin du lemme suivant: 
LEMME 3.4. (1) I1 existe un S, E IS, S,[ tel que, pour tout 8 dans 
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[0, 2I7]” et ,j, k E { I ,..., q ) 11 {, et vi soient duns ie domuine de P(h, 0) et 
vertfien t : 
( v ;,, v”,) = 6,, + CC(e ” “) 
untformement par rapport a 0 dans [0, 2I7]“. 
(2) De plus 
P(h, 0) v 5, = A,(h) u ;r + r, 
avec r, = O(e .~I”‘) darts L’(Q) unt ormement par rapport a 6’ darts [0,2D]“. f 
Demonstration. * Le premier point est une consequence du lemme 3.3, 
de (3.10) et du fait que { cpy,..., qt} est orthonormale. 
* Pour le deuxieme point posons: 
pw(Xucpy) = A,(h) x,cp; + r.P(h)> x,1 ‘Pf 
et alors 
P(h, 0) 21; = Ai ui + C e’““[P(h), x,] ‘pp 
UEL 
D’apres le lemme 3.3, on a I] [P(h), x,] ‘p; /I = fi<,,,(e- .‘i!“) pour tout UE L et 
pour un S; E IS, S,[. 
Cela acheve la demonstration du lemme 3.4 avec 
ri = 1 eiu.“[P(h), x,] ‘p;. 
UEL 
Maintenant, on peut estimer d(E, F). En utilisant le lemme 3.2 et le 
lemme 3.4 avec A = P(h, 0), .s = O(e-sl’h) et a = a(h), la proposition 
suivante est immediate. 
PROPOSITION 3.5. Si on prend S, comme darts le lemme 3.4, on a 
d(E, F) = CJO(e~alh) pour tout a < S,. 
Pour estimer d(F, E), on a besoin du resultat de dtcroissance suivant: 
LEMME 3.6. Soit u une fonction propre normalisee de P(h, t3) associee a 
une valeur propre E(h, f3) dans I(h), alors on a le rksultat suivant: 
/I V(e+%) )I + II e61h u 11 = C!J(eEih) Ve>O 
Oti 
d(x) = inf d,,( U+ a, x) 
OEL 
et oti I/. 11 designe la norme dans L2( Q). 
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Dkmonstration. Soit {!I,};=, la base duale de (a,};=, definie par 
h, . a, = 6,j et soit C = C(0) dlfini par C(0) = c,“=, f9,bi. 
Par le changement de fonction, o(x) = e-‘%(x), on se ram&e a un 
probleme analogue dans L*(M), ou M est le tore obtenu par periodicitt. 
En effet, o verifie w(x + aj) = o(x) pour tout je Cl,..., n} et comme u vtritie 
-h2 AU + Vu = E(h, f?)u, il en dtcoule que o veritie 
( -h’ A + V- E(h, 0) + h2C. C)o = 2ih2C.Vw 
on applique le Theoreme 9.3 avec P = -h2 A + V- E(h, 0) + h2C. C et 
&x)=(1 -8)&x) pour un 6>0: 
h’il, IV e@Y~)l’dx+ (V-E(h,8)+h2C~C-[V~~2)~e2@‘~o~2dx I M 
=Re 
I 
2iC. h2 VU. dk28ih dx. 
M 




VW. 6ezmih = Re 2iCh2 
s 
V(&‘W) emlhG dx. 
M M 
Et pour tout E > 0, 
,CV(eUhW)12dx+L 
s E2 M 1 e6jho I ’ dx 
Soit done 
+I (V-$--E(h, 0)+h2C.C- ]V$12)e261h Io/‘dx<O (3.13) 
M 
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On se fixe E kgal a Em tel que I - E’ jM / C I ’ d,u > 0. c0 depend uniformiment 
de 8. Comme d(x) = inf,, L d,(U+a,x), on a V(x)-IVrj1’30 dans 
hf-- UOEL (U + a). Et alors 
dans %tJUsL B(U+a, 6). 
Pour h assez petit, on a 
On peut choisir F, = [V-II’/&:-E(h,8)+h2 IC12-/V$12]‘i2 dans 
+f UUEL B( U + a, 6) et egale a une fonction continue dans M. Done la 
fonction F- definie par 
~2, -Fz_ = v-$-qh, e)+h2 pq2- yi$Ty] 
L 
a son support contenu dans [u, E L B( U + a, S)] et comme 6 est arbitraire, 
on a le resultat desire. 
Pour estimer d(F, E), on va utiliser le lemme 3.2 et le lemme 3.6. Soit 
& E C;( B( U; E)), egale a 1 dans B( U, JZ), on definit i, (pour a E L) par 
jU(x) = f,,(x - a) et entin i par 1 = i + C,, L i,. Par le lemme 3.6, il existe 
une constante C, > 0 telle que 
.& = (qe - Co/h) dans L’(Q) 
P&U) = E(h, e) &p + 6(eeCo’/‘) dans L’(Q). 
(3.14) 





(3.15) peut s’ecrire encore, 
Boll= i tjXocp;+O(e-c2’h) pour un C, > 0. (3.16) 
j= I 
D’autre part, on a, 
fuu(x) = io(x - a) u(x) = e’““&(x - a) u(x - a) 
et (3.16) donne alors 
(3.17) 
et en ecrivant u = iu + C,, L iOu, on obtient 
u= i t,ub+qe--C”h) o<c,<c, 
j= I 
uniformement par rapport a 0 dans [0,2]“. 
Comme les vecteurs u forment une base orthonormale de F, on a 
d(F, E) = O(e -c41h), 0 < C, < Cj, et avec la proposition 3.5 on a obtenu la: 
PROPOSITION 3.7. Pour h assez petit, d(E, F) = d(F, E) = O(e-“‘h) pour 
tout o < S, et uniformement par rapport d 9 dans [0,2I7]“. 
En particulier il resulte du lemme 3.1 qu’il y a, pour h assez petit, dans 
I(h) exactement q valeurs propres de P(h, 9). Maintenant on peut etablir le 
resultat suivant: 
TH~OR~ME 3.8. On fait les hypotheses (H,) et (H,). Soit Z(h) uerifiant 
(3.4). Avec les notations (3.5) on a le resultat suivant: Pour h assez petit, il 
existe une correspondence bijective 6, de Sp P(h, 9) n I(h) sur 
Sp P,,(h) n Z(h) vertfiant 
b,(Ej(h, 9)) = i,(h) 
E,(h, 9) = A,(h) + O(e-“jh) 
(3.18) 
pour tout o < S, et uniformement par rapport ci % duns [0, 2l7]” (ou 
S, E IS, So [ est comme dans le lemme 3.4). 
Remarque 3.9. Une consequence immediate du Theoreme 3.8 est que si 
pour unjc N, lj(h) est une valeur propre simple de P,,(h), alors lajieme 
bande est isolee des autres bandes. Ce qui donne naissance a une ou deux 
bandes interdites (ou trous). Dans le cas non-degtnert la multiplicite des 
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valeurs propres A,(A) est lice a celle des valeurs propres d’un certain 
oscillateur harmonique (cf. Remarque 4.2 plus loin). Dans le cas n = 1. 
toutes les valeurs propres de cet oscillateur harmonique sont simples et on 
a alors que, pour tout NE N*, il existe h(N) > 0 tel que 
Vh E IO, h(N)], les N-premikes bandes permises sent isokes et les N-premiires 
bandes interdites sont des intervalles ouverts non vides. 
D&monstration du thkorsme 3.8. On va utiliser le lemme 3.2 et le lemme 
3.1(a). Soit F’ tel que fl< c’ < S,, on pose a = em0”h. On peut couvrir 
{E,(h, 0) ,..., E,(h, (I), I,(h) ,..., i,(h)} par des intervalles I,, ,j~ { l,..., 4) tels 
que d(Z,, Zk) 3 2a si j#k et tel que 1 J, ( = O(hp”%z) avec N, reel et on 
applique le Lemme 3.2 puis le Lemme 3.1 (a) pour chaque I,. Done dans Z, 
il y a autant de valeurs propres de P(h, f3) que celles de P,,(h). On con- 
sidere maintenant la correspondance bijective h de Sp P(h, 13) n Z(h) sur 
Sp P,,(h) n Z(h) tel que si i E I,, alors h(A) E Z, et alors 
et done 
uniformement par rapport a 8 dans [0,2ZZ]“. 
Cela acheve la demonstration du theoreme 3.8. 
3.2. Matrice d’interaction 
Maintenant on va exprimer la matrice d’interaction. Rappelons que ZZ, 
definie dans le Lemme 3.1 est la projection sur E parallellement a FL, oti E 
et F sont maintenant les sous-espaces de L2( W”) d&is dans (3.12). 
Comme ZZE et ZZF sont les projections orthogonales respectivement sur E et 
F, on a ZZ, = ZZ,ZZ,, et comme F et FL sont stables par P(h, 0), on a 
ZZ,P(h, O)Z7F,E = ZZ,,P(h, @)/, soit 
1701,. P(h, @I,.. flF/E = n, P(h, @I, (3.19) 
et si on note r l’application w  -+ I,‘=, (0, UC) u& on a (cf. [S] ) 
(I z7, -z 11 = O(e-“‘h) (3.20) 
uniformement par rapport a 8. 
On calcule la matrice (q x q) de Z7, P(h, 0)/,: on rappelle que, pour 
je {l,..., q}, on a: 
Pfh, 0) VA = &(h) v& + r, avec r, = 1 e”‘“[P(h), x,] q$‘. 
UCL 
COMPORTEMENT SEMI-CLASSIQUE 77 
Du Lemme 3.4 et (3.20), on dtduit que 
Z7,P(h, 0) vb = l,(h) vje + i (rj, vi) vi + O(ep2”‘h) 
k=l 
(3.21) 
uniformement par rapport a 8. 
La matrice de n,P(h, 0)/, dans la base (v~e)/q= , est alors don&e par 
(diag &i(h)) + (a,.,(8)) + Oo(e-*“q (3.22) 
ou a,.,(e) est donne par 
(3.23) 
En examinant le terme a droite de (3.23), on obtient que aj,k(0) prend la 
forme 
W’;“o = h* f X&P; by- ‘p; Vvt;, Vx, dx (3.25) R” 
et correspond exactement au coefficient d’interaction etudit dans [S, 9, et 
lo] (et aussi dans un cas particulier dans [6 J ). 
A partir de la base iv;,..., u$> (que l’on notera v,), on va construire une 
base orthonormale de E dans laquelle la matrice de I7,, P(h, 19)/, est 
symetrique. 
Rappelons que (cf. lemme 3.4) (u$, II”,) = 6, + o(e-“‘h). Done si on pose 
V=((v’,, ui)), on a V=I+T avec T=Co(e-“‘/‘). D’autre part si on 
procede par integrations par parties, on obtient 
(3.26) 
Les m&mes calculs que dans [S], donnent la matrice de n,P(h, O)/, 
dans la base v0 . VP”*, 
(diag Aj(h)) + (cij,,(8)) + CO(ep2”‘*) (3.27) 
uniformement par rapport a 8 dans [0,2I7]“, oh Sj,,(6) est don& par 
oi,;k(d) = t (aj,k(Q + &k, jte))- (3.28) 
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On peut done Cnoncer 
TH~OR~~ME 3.10. Sous les hypothbses du thkortime 3.8, pour h assez petit, 
la matrice dinteraction de IT, P(h, e)/, dans la base vH V-- ‘I* est don&e par 
(3.27) et (3.28). 
Remarque 3.11. Le thtoreme 3.10 devient interessant quand on sait 
rboudre le probleme spectral pour le puits U. Dans le cas general le 
probleme est encore largement ouvert. Un cas que I’on peut traiter presque 
compietement est celui oti U est reduit a un seul point non dtgeniri. Cela 
fait l’objet du paragraphe suivant. 
4. ETUDE DU CAS D'UN SEUL PUITS NON DBG~NBR~ 
Dans ce paragraphe, on va etudier plus precisement le cas 06 Ii’ est 
rtduit a un seul point non degtnere. Quitte a faire une translation de V, on 
suppose que (H ,) et (H2) sont satisfaites et en plus 
(H,) P’(x) > 0 et V(x) = 0 si et seulement si x E L. 
(H4) P”‘(0) >O, c’est-a-dire que la matrice (a*V/~x,dx,)(O)) est 
dtfinie positive. 
On sait que, si A,(h) dtsigne la suite croissante des valeurs propres de 
P,,(h) (defini dans (3.3)) et IX, la suite croissante des valeurs propres de 
l’oscillateur harmonique PO( 1 ), oti 
P,(h) = -h* A + (4 V”(O), x) (4.1) 
alors on a 
n,(h) = ajh + 0j(h3’*). (4.2) 
D’apres le theoreme 3.8, si E,(h, e), .j~ N, est la suite croissante des 
valeurs propres de P(h, fl), on a 
E,(h, 0) = ;i,(h) + O,(e-@) 
uniformiment par rapport a 0 dam [0,2Z7]” et pour tout o < S,. 
Done, si on fait l’hypothese suivante: 
clj,, est une valeur propre simple de P,( 1) (4.3) 
on a, d’apres le theortme 3.8, la: 
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PROPOSITION 4.1. Pour tome constante C > 0, I’intervalle 
I(h) = [or,h - c/l:, cr,h + c/l:] 
contient, pour h assez petit, une seule valeur propre de P(h, O), simple, que 
I’on notera darts la suite, pour simphfier, E(h, 0). Et on notera u sa fonction 
propre normalisee. 
Le but de ce paragraphe est de donner une formule asymptotique, quand 
h tend vers zero, de E(h, 0) plus precise que (3.18). 
Remarque 4.2. tl,, peut &tre une valeur propre autre que la premiere 
valeur propre de P,( 1). En effet, on peut calculer explicitement les valeurs 
propres de P,( 1) en fonction des valeurs propres (pi) de la matrice t V”(0). 
Les valeurs propres de P,( 1) sont {C;=, pjj2(2ai + l), c1= (M, ,..., a,) E N”}. 
La valeur propre C:=, pL,‘j2(2c(, + 1) est simple si et seulement si 
i;, py2pi + 1) # i /4’2(2Bi + 1) 
i=l 
pour tout fl# c(, p = (/I, ,..., p,,). Dans le cas oti les {pL)/‘, i = l,..., n) sont 
lineairement indtpendants sur Z, toutes les valeurs propres de P,( 1) sont 
simples. 
Dans la suite on notera les elements de L par leurs coordonntes dans Z”. 
Et notons tout simplement A(h) la valeur propre de P,,,,(h) dans I(h) et cpO 
sa fonction propre normalisee. Rappelons que pour E = { Cv,} oti u(, = 
c mElne iB’m~m~m et F= {Cu}, on a pour h assez petit, 
d(E, F) = d(F, E) = B(e rr’h) 
pour tout f.r < S, et uniformement par rapport a 0. 
Comme qrn et ‘p,, sont assocites a la m&me valeur propre A(h), il decoule 
de (3.26) que 
([P(h), x,](pm, Xp(pp)~2~W) = ([P(h), xpl(pp, Xm(Pm)L2(W) 
=A2 I xp(vm bp - ‘pp Vcp,) VX,,, dx. (4.4) R” 
On notera dortnavant ce dernier terme I@“,. p. Les theoremes (3.9-3.10) 
contiennent le rtsultat suivant: 
THBOR~ME 4.3. Sous les hypotheses (H,))(H,) et (4.3) il y  a, pour h 
assez petit, une seule valeur propre de P(h, 0) dans I(h) (ou l(h) est don& 
580,72,'1-6 
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par la proposition 4. I ) dont un dc;oc~lo~~~~)e~~lrrIr us~wptotiyuc~, quand h tend 
uers xko, est don& par 
E(h, H)=i.(h)+ c 2@,,,, cosk~o+C’(t’ 2m’7) (4.5) 
h E 7. 
pour tout o < S, (S, &ant don& par le Iemme 3.4) et un[formPment par rap- 
port ci 0 dans [0,2I7]“, oli @A,(, est Ie coefjkient d’interaction don& par 
(4.4) et oli L est le quotient de L par 
[a-boa= +b] 
Le but de la suite est de dormer des estimations sur la largeur de la 
bande d&rite par H -+ E(h, 0) quand h tend vers z&o. Pour cela, on dkmon- 
tre le rt-sultat suivant. 
LEMME 4.4. Sous les hyporhkes (H, )-(H,) lu distance d’Agmon d,. 
vfh$e la proprihtk suivante: 
lim d,(O, x) = + ‘5. 
1x1-+ I 
Du lemme 4.4, il dkcoule la propriM suivante: 
II existe un nombre lini v  de puits {m,}:_ , dC9inissant des classes deux i deux 
disjointes et telles que S, ne soit atteinte que par la longueur de ces dernikes. (4.6) 
On pose 
(4.7) 
et le thkorkme 4.3 devient alors. 
TH~OR~ME 4.5 (fondamental). Sous fes hypothkes (H,)-(H,) ei (4.3), il 
y a pour h assez petit, dans Z(h) (0; Z(h) est don& par la proposition 4.1) une 
seule valeur propre, simple, de P(h, 0) notke E(h, t3). De plus E(h, 0) admet 
un dtkeloppement asymptotique, quand h tend vers zkro, qui est don& pur 
(4.8) 
pour tout F > 0 et un[formkment par rapport ci 8, oti Sb est don& par (4.7) et 
oti I(h) est la valeur propre du problsme de Dirichlet associk au puits 0 dans 
W ). %vn, Pram le coefficient d’interaction entre les puits 0 et m,. 
On s’intkresse maintenant 6 la bande d&rite par E(h, 0) quand 0 dCcrit 
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[0, 2Z7]“. Comme corollaires du theoreme 4.5 et du theoreme 3.8, nous 
retrouvons les rtsultats publies tres recemment par Simon [19]. 
COROLLAIRE 4.6 (Simon [ 191). Sous les hypothkws du thtiorime 4.5, si 
(a,,) est la suite des valeurs propres de P,( 1 ), alors 
lim h ~ ‘E,(h, 0) = CI,, 
h - 0 
(pour n fixk) un$ormPment en 8. 
COROLLAIRE 4.7 (Simon [ 191). S ous les hypothPses du thPorBme 4.5, si 
A(h) dkgne la largeur de la premiere bande, on a 
lim -hLogA(h)=S,. 
h-0 
Dkmonstration. Plaqons nous au niveau de la premiere bande (c’est-a- 
dire au niveau fondamental). Dans [S], Helffer et Sjostrand montrent le 
resultat suivant: 
Vie {l,..., v} 3C, >O telle que 
/,I/2 
- < -W,, esO,h 6 Cih1-“f2. 
c; .I (4.9) 
On pose &h, 0) = i(h) + C;=, 2 cos mj . ebko.,,. Comme tous les coef- 
ficients lkO,,, sont negatifs, &h, 0) est minoree par &h, 0) et on a 
E(h, 6) - E(h, 0) = E(h, 0) - g(h, 0) + d(eps6ih) 
= -2 i (1 - cos m,B) ma,,, + d(eFSCh). (4.10) 
i=l 
Done, d’apres (4.9) on a pour 8 = r//2 m, /I m, I’, 
(ou d veut dire que l’expression est un 0&(e -%I + c/h) pour tout E, 0) (4.1 
donne 
lim -h Log A(h) 2 So. 
Et en combinant (4.9) et la formule don&e par le theoreme 4.5, on 
obtient 
lim-hLogA(h)<S,. 
Cela achtve la demonstration du corollaire 4.7. 
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Dans le cas general, on a toujours 
E(h, e)-E(h, 0)= -2 C (1 -cosm,t)) bPii/O,m, +C(e ‘;I”). (4.12) 
,=I 
(4.12) donne une estimation sur la bande dans la mesure oti, sous 
I’hypothese suivante (cf. (5.26) et (5.28) de [8]): 
(H) Vi, il n’existe qu’un nombre fini de gtodtsiques minimales, non 
degentrees, reliant 0 et m, 
il est dtmontre dans [8] que k’O,m, est de la forme 
@o,m, = /p&(h) e - .%M (4.13) 
oti b’(h) = bb + hbi + . . est une serie formelle en h et ai reel. De plus si on 
considere le niveau fondamental, on a 
bb<O et cl; =;. 
Remarques 4.8. (1) Dans le cas n = 1, l’hypothese (4.3) est toujours 
verifite et on a plus precisement 
E,(h, 0) = A,(h) + 2Wy,, cos 0 + f3p(ep2Seh), (4.14) 
uniformement par rapport a 8 darts [0,2Z7]. 
De plus, un calcul laborieux que nous ne reproduisons pas ici (cf. [S, 131 
montre que WY,, a un dtveloppement asymptotique quand h tend vers zero 
qui est donnt par (on normalise V par V”‘(0) = 2): 
n- l/2 
WY,~ = ( - 1 )P + ’ h ‘12 P - 
P! 
2Pf 1 &2p+ lJAe-So,k Cl + ~p:,(h)l 
avec 
(4.15) 
(2) Sous les hypothbes du thtoreme 4.5, en normalisant toujours V 
par Y”(0) = 2, on a une formule asymptotique, quand h tend vers zero, de 
la largeur de la pbme bande, 
n- 112 
6,(h) = h”2p - 
P! 
2~+3~(2p+l)A~-- “ih( 1 + Cop(h)) 
oti A est le terme donne par (4.15). 
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Ce resultat est demontre par Harrell dans [7] dans le cas oh V est 
symetrique en utilisant la thtorie des equations differentielles ordinaires, 
puis par Keller et Weinstein dans [ 111. L’expression (4.13) est plus precise 
car elle fait apparaitre un developpement complet pour IV?,,. 
Ce m$me resultat peut &tre retrouve directement par application des 
thtortmes de Helffer et Sjostrand saris faire aucune hypothese de symttrie 
sur V. En effet, il existe une correspondance entre, d’une part le probleme 
ptriodique et le probleme anti-periodique et d’autre part le probleme du 
double puits sur le cercle M obtenu en identifiant -a/2 et 3a/2, plus 
prtcisement 
sp P(h, 0) u sp P(h, n) = sp P,(h) (4.16) 
et les bandes sont limit&es par les valeurs propres de P(h, 0) et P(h, Z7). La 
largeur de la bande est alors Cgale a l’ecart entre ces deux valeurs, &art 
calcule darts [9, proposition 1.1 ou plus precisement la Sect. 7.11. Pour la 
demonstration de (4.16) et un resultat plus general, on renvoie a [13]. 
Remarque 4.9. La methode developpee dans la Section 3 permet 
d’etudier plus prtcisement plusieurs cas ou U n’est pas rtduit a un seul 
point. A titre d’exemple, nous Cnoncons ici un des cas ttudies dans [ 131. 
On regarde l’operateur de Schrodinger P(h) = -h2(d2/dx2) + V dans 
L’(R) quand V vtrifie les hypotheses suivantes (cf. figure ci-dessous): 
- VEV”(R), V(x)>O. 
- I/ periodique de periode a, a > 0. On note L = aZ le reseau associe 
A v. 
- 11 y a exactement deux puits absolus par cellule, soit: 3b~ IO, a[ 
tel que 
V(x) = 0 
XE]O,U[ 
si et seulement si x E (0, h}. Les deux puits sont non degeneres: V”(0) > 0 
et V”(b) > 0. 
On pose 
so = d,(O, b), 5, = d,(b, a). 
Quitte a faire un changement de reptre, on suppose que So < 3,. 
On suppose en plus que V est symetrique par rapport h (b/2), soit 
V(h-x)= V(x) VXER. 
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Si on choisit I,(h) comme dans la proposition 4.1, on demontre le resultat 
suivant: 
Sous les hypotheses prtctdentes et si S,, < SO, il y a, pour h assez petit, 
dans Z,(h) deux valeurs propres de P(h, O), E,(h, fl), et E,(h, 0) dont un 
developpement asymptotique est don&, quand h tend vers zero, par 
et 
oti f&h,, est le coefficient d’interaction entre les puits h et a. Et si S, = s,,, il 
y a toujours dans Z,(h) deux valeurs propres de P(h, O), E,(h, O), et 
E,(h, O), qui sont donnees par 
En particulier, 
E,(h, z7) = /l,(h) + 1 Go,, - tib,, / + B(e-*sO.h) 
E,(h, 0) = l,(h) + 1 IQ”,, + I&, 1 + b(e--q 
(4.17) 
et 
E,(h, I7) = A,(h) - 1 I@,,, - fib,, 1 + 8(e m2S0h) 
E,(h, 0) = A,(h) - 1 FPo., + tib,& 1 + 8(e-2sO’h). 
(4.18) 
(4.17) et (4.18) dtterminent parfaitement la position et la largeur des deux 
bandes. 
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5. PERTURBATION 
L’objet de ce paragraphe est d’etudier l’effet dune perturbation compacte 
a partir d’un potentiel periodique. On se place dans le cadre des 
paragraphes 3 et 4 de sorte que nous omettons queiques details. L’ttude 
faite aux paragraphes precedents nous a permis une bonne connaissance du 
niveau fondamental. Pour fixer les idtes, rappelons rapidement ies rtsultats 
essentiels. 
Si (Ejk e))je N et (ij(h)),, w  designent respectivement les suites des 
valeurs propres de P(h, 0) et P,,,,,(h), on a (cf. Theoreme 3.8, Theoreme 4.5, 
et (4.9)) 
E.(h f3) = 1 (h) + b(eC”‘“) I ’ I 
&(k 0)=2,(h)+ 2 2Q0,,, cOsm,~+~(e~S~~~~) 
,=I 
(5.1) 
On considtre maintenant 
A V une fonction V x, positive g support compact et on regarde I’opCrateur de 
SchrGdinger dans L’(W) (5.2) 
P’“(h) = -h2 A + I’+ AK (5.3) 
11 resulte de la theorie des perturbations (plus precisement le theoreme 
de Weyl) que 
dp”“(h)) = a,,s(P(h)) = SP P(h). (5.4) 
(On rappelle que aess(A), le spectre essentiel de A, est donne par 
oti (T&A) est l’ensemble des valeurs propres de A isolees et de multiplicite 
finie.) 
Et alors, on a 
PROPOSITION 5.1. Sous l’hypothese (5.2), le spectre de P’“(h) est don& 
par 
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oti les pj(h) sont des valeurs propres isoltks et de multipliciti~finie. Et oli I Pst 
au plus dtinombrable. 
Notre objectif est de montrer que, sous des hypotheses naturelles sur A V, 
il apparait au moins une valeur propre en dews de la bande B,(h). Et en 
se fixant 6 > 0 assez petit, et en posant 
N,(h) = # (j, I,,(h) + e-sOh+ii.‘h d pj(h) 
6 A,(h) -e soh +“j”} (5.5) 
on cherche a determiner N,(h) pour h assez petit. 
Les techniques que l’on utilise encore ici sont les memes que celles 
utilisees dans les paragraphes precedents. Vu la demarche suivie, il est 
nature1 d’etudier l’effet de la perturbation d V sur le problbme de Dirichlet 
attache a chaque puits. Les rtsultats obtenus par Helffer et Sjostrand dans 
[9] suflisent pour mener notre etude. On les rappellera ici pour eviter trop 
de renvoi. 
A chaque a E L, on associe la realisation auto-adjointe de Dirichlet de 
-h2 d + V+ AV dans L’(M,) (M, Ctant detini dans (3.6)) notee P&z(h). 
On fait l’hypothese supplementaire sur dV, 
(Supp AV)n L=d (5.6) 
et on reecrit N,(h) sous la forme 
N,(h) = #Sp P”“‘(h) n Z&(h) 
Oil (5.7) 
Z,(h)= [l,(h)+e sO;h+6/h, ~,(h)-epSO’hf”‘h]. 
Sous l’hypothese supplementaire: 
Pour tout x dans M,, il existe une gtodisique minimale (pour d,) de x a a 
contenue dans M, (5.8) 
il est montre dans [9] que dans [J,(h), n,(h)[ il y a une seule valeur 
propre de f’&“‘(h), J:“‘(h) et de plus pour tout E > 0, il existe h(E) > 0 tel que 
Vh E IO, h(E)], on a 
(5.9) 
pour a E L tel que Supp A V n M, # ~,4 oii L, est don& par 
L, = d,(a, Supp A V). (5.10) 
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On notera cp,d’ la fonction propre normalike associee a 12,“Y(h). 
Introduisons maintenant la definition suivante. 
DEFINITION 5.2. a E L est dit non-rbonnant si et seulement si 2L, Z S,. 
On note R(dV) l’ensemble des puits resonnants. 
Et on suppose que 
R( A V) est non vide. (5.11) 
Notons maintenant que, comme A V est a support compact, L, tend vers 
l’infini avec 1 a I. Par consequent on a la proposition suivante. 
PROPOSITION 5.3. Sous les hypothkses (5.2) et (5.6) on a # R(A V) est 
fmi. 
Notre objectif dans ce paragraphe est de dtmontrer le resultat suivant. 
TH~OR~~ME 5.4. Soit V unefonction uPriJiant (H,)(H,), et (5.8), et suit 
AV une perturbation verifiant (5.2) et (5.6). Si P’“(h) est la realisation auto- 
adjointe de -h2 A + V+ AV duns L*(W) et Z,(h) I’intervalle compact don& 
par (5.7) avec 6 < SO - 2L, pour tout a E R(A V), alors on a, pour h assez 
petit, 
N,(h)= #Sp P”“(h)nl,(h)= #R(AV) 
oti R(AV) est l’ensemhle des puits resonnants au sens de la definition 5.2. En 
particulier, d’apres (5.11), N,(h) nest pas nul. 
Comme dans le paragraphe 3, on a 
(I V(em@& “) 11 + 11 ekn(p;lv 11 = O&JeE!h) VE > 0 (5.12) 
pour tout a EL, oh 7, est detinie dans M, par 
i,(x) + d V + A da2 x). (5.13) 
Et alors si x0 est la fonction de troncature dttinie dans (3.6), on a 
V(a, a’) EL x L, (xu4Div, x,,fp~,“) = 6,,. + b(epsojh) 
avec (5.14) 
3, = inf d,+,.(a,h). 
‘,“?t,$x L 
On note maintenant E l’espace vectoriel de dimension egale a # R( A V), 
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engendrt: par ix, cp:: ‘, CI E R( A V) }; et F l’espace propre associi: :I 
Sp P”‘(h) n I,(h). On va estimer d(E, F) et d(F, E). L’estimation de d(F, E) 
ktant plus dilicate. 
Le but de ce qui suit est d’estimer d(F, E). Soit u une fonction propre 
normaliste de PA”(h) associke A une valuer E.(h) dans Z,(h). Comme dans le 
paragraphe 3, on a besoin d’un rksultat de dkcroissance de II analogue au 
lemme 3.6, qui cependant reste insuffisant ici pour conclure. 
L’estimation d’knergie (2.6) reste vraie lorsque on remplace Q par R” et 
u E H2(R”). En prockdant de la meme faGon que pour la dkmonstration du 
lemme 3.6, on obtient 
LEMME 5.5. Soit u unr jtinction propre de P‘jL(h) associke ci unr v&w 
propre i(h) duns I,(h). Alors on u 
II VP4 II + II (,~~“u 11 = (/, (ev’y V&>O 
oti 11. II dksigne la norme duns L”( IX”) et oti 8 est la ,fonction bornke dkfinie 
duns R” par 
Ce qui suit repose sur l’estimation de la risolvante (P-z) ’ quand 
z 4 Sp P. On rappelle les rtsultats de [9] concernant ce sujet qui seront ici 
dkisifs. 
Estimations sur la rPsolvante (cf. Sect. 2 de [9]) 
Soit M une varittk reimannienne V?% compacte (tventuellement d bord 
avec bord GT?=), on introduit la dkfinition suivante. 
DEFINITION 5.6. Soit $J c 10, l] tel que 0 E 2 et soit A = A, (h E 2) 
une famille d’opkrateurs born& de L*(M) dans H’(M). Soit 
f E C”( M x M, R), on dira que 
le noyau A(x, y) de A est d(e- nr. ‘)!h) 
si pour tous x0, y, E M, E > 0, il existe des voisinages V c A4 de x0, U c A4 
de y,, et une constante C, > 0 tels que 
pour tout h E f, tout UE L*(M) tel que Supp u c U (kentuellement on 
pourra remplacer e -*lh par une somme tinie de termes du m&me type). 
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Soit maintenant Kh c c=, h E 2 une famille de compacts avec K,, + {0}, 
h -+ 0. Soit d > 0 et supposons que 
pour tout E > 0, il existe C, > 0 telle que 




Alors on a la proposition suivante: 
PROPOSITION 5.7. Si A4 admet un seul puits v, alors sous (5.15) le noyau 
de (P,,, - z) ’ est 
B(e- dv(r,~)lh+~d/h~ Idv(r,u)/h-~-d~(~,~:)/hl), 
On va prockder dans la suite en quatre &tapes: 
l&e &ape. Le but de cette premikre &tape est de dtmontrer le 
rksultat: 
3 6, > 0 tel que; 11 u /I H1(C,, = Q(e [(P ’ J 6 +&l/h +6/h) (5.16) 
pour tout E>O et pE N*; oti C, est la couronne don&e par 
c, =c(P&? (p+ 1)w=B,s”\B~,+,,s, 
avec 
B P.sO = {XE R”, ,,i,:f,,, dda, x) > P&I. 
DtGmonstration. (A) Pour p = 1. Soit x E C,. Alors on a 
(1) Soit x $ L et alors, d’aprks le Lemme 5.5, il existe un voisinage 
de x, V,, et un rkel 6, > 0 tels que 
(2) Soit XE L et alors x = aE L\R(dV). D’aprbs la dtfinition 5.2, 
(5.7), et (5.9), on a 
dist(n(h), SpP~~(h))~~e~““~~+“‘/h 
pour une constante C, > 0, pour tout E > Ol 
Done (5.15) est vtrifike pour d = So - 6. Et alors, en tcrivant, 
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et appliquant la proposition 5.7 avec M = M,, on obtient 
Vu $ R(A V), il existe un voisinage de a, V,, tel que 
II u II H,(Y,, = qe 6:‘s + d) 
(5.17) 
v’c > 0. 
Par compacite de C1, on obtient (5.16) pour p = 1 
(B) Pour p = 2. On Ccrit C2 sous la forme 
c, = C(2&, 2s, + S,/2) u C(2S, + s,/2, 3S,) 
et on regarde, dans un premier temps, u dans C(2S,, 2S, + S,/2). Soit M, 
le plus grand ouvert de C(SO, 2& + S,/2) n B(x, S,) ne rencontrant qu’un 
seul puits a (a E L\R(AV)). 
On applique la proposition 5.7 pour M= M,, x0 =x et y, E dB(x, 
S,) n C, pour obtenir (5.16) pour C(2S,, 2S, + S,/2). 
En it&ant le raisonnement pour C(2S, + L&/2, 3S,), on obtient (5.16) 
pour p = 2. 
Pare recurrence, on obtient (5.16) pour tout p >, 1. 
2Pme &tape. Soit q un entier superieur ou &gal a 3. On note PMY(h) la 
realisation auto-adjointe de -h* A + V dans L*(M,), oh M, est le tore 
W/24 L represente par {I;=, t,a,, ti E [ -4, q] }. Alors on a le resultat 
SP PM&V = SP P(h). (5.18) 
Pour la demonstration de (5.18), on renvoie a [4, theoreme 6.511. 
3f?me .&tape. Soit maintenant p0 tel que 
(P”-l)6+6”>& 
AV-Odans BtpO- ,)sO 
et soit xpO une fonction ‘%F a support dans B,,,,, et tgale a 1 dans Bcpo+ , ,,%“. 
On considere x~%;(]-1, l[) avec x0-1 dans [-$,+I. Soit q>po 
assez grand tel que it4 cy,21 (dtfini dans la deuxieme &tape) contienne 
W”\B (po+ I)so. On pose 
xpo.y(x) = x,,(x) x(x,,) x . . . x x(x,,) 
quand x = (x, ,..., x,). 
Et on a alors 
~dy(~)(xpo,y4 = W) xpo,qu + CPAY(h), xpo.yl~. (5.19) 
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Avec le choix de pO, (5.19) s’ecrit 
(5.20) 
avec 
r po = Q CD0 . CPChlT xpw/l u 
rq =Q My’ J+f[,lU . Cm), xpo,yl u 
od II cp,o et I M,,Mr,i2, designent respectivement les fonctions indicatrices de 
cm et %\%m 
En Ccrivant [P(h), xpay] u = - (U A&,o,y + 2 Vx,,, . Vu), il decoule du fait 
que u E H2(R”) et du choix de x pu.y que (I ry II tend vers zero quand q tend 
vers l’infini. 
D’autre part, en combinant (5.18) et (5.20), on obtient 
IIxpo.y~II edistf4h), &(~))~‘(llr,, II + IIrq II). (5.21) 
En faisant tendre q vers I’infini dans (5.21), on a d’apres (5.16) et le choix 
de PO, 
II x pO,m~II = C9(eeClih) avec C, > 0. (5.22) 
4Pme Ptape. Cette derniere etape va nous permettre de conclure. 
Soient f, (a E R(A V)) des fonctions telles que i, E Wr(B(a, E)), 2, = 1 dans 
@a, ~/2). On considere la partition de I’unite 
II= 1 f,+i. 
ueR(dV) 
D’aprb (5.22) et (5.17) combinees avec le lemme 5.5, on a 
II iu II = U(e -ca/k) pour une constante Co > 0. Pour a E R(AV), ecrivons 
c.fy)(X,~) = J.(h) xou + Ceph x,1 24. 
D’apres le lemme 5.5, on a 
P$“(h)(~,u) = 13(h) ~~f.4 + d(eCSo’“). 
En appliquant le lemme 3.2 a P$!(h), on obtient 
3%(h) E @, XU,=.“~,d”+~(e~‘~o-S0+6’lh). 
Par le lemme 5.5, on a aussi 
Vu(h) E @3 ~uu=j?,cp~v+O(e~C2’h) avec C, > 0. 
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Avec la partition de l’unite ci-dessus, on a 
u= 1 puX,,(P;;L+cqe <‘j/‘) avec C, > 0. (5.23) 
UiR(AV) 
Comme les fonctions u forment une base orthonormale de F, on a 
d(F, E) = O(e C4’h), avec C, > 0. Done le nombre de valeurs propres de 
P”(h) dans Z,(h) est au plus egal a #R(dV). 
En particulier, le nombre des valeurs propres de P”“(h) est majort par 
h - No, ou N,, est une constante positive. En utilisant ce rtsultat avec, 
on obtient, en appliquant le lemme 3.2 avec a = emm(so ii”h, 
d(E, F) = ($I(~ (% .%+6)/h), 
Ceia acheve la demonstration du thtoreme 5.4. 
Ce travail resume la these de 3’ cycle soutenue par I’auteur en Mai 1985 a 1’Universite de 
Nantes; et a ete annonce en deux notes aux comptes rendus de I’Academie des Sciences (cf. 
[ 131). L’auteur voudrait remercier vivement Bernard Helffer qui est a I’origine de ce travail. 
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